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	���� ���� ���������� ���� ����	� ���� 
� ��� ���������@��
�� �� ��� G����� M∗ 
��
�� ������� ��� �
$��
� ����
� ����
�

���	 
�� ����
������ ���� � ������� ����� 
�� ���� � �������
�
��������

��
��	������ ����
���� M �� �
�� �� �� �
� ��
��� α-competitive
�� ��� ����
� ����
� ���� M �� 
��
�� 	�
�� ��
� � �L�
� �� α
����� ��� ����
� ����
� ���� M∗� G�� α �� �
���� M =� competi-
tive ratio� #�� �
$��
� �������� �
��� �� α �� �
���� M =� maximal
competitive ratio�

Definition 1. ��
��	������ ����
���� M �� α������������

	
���� ��� �������� ����
���� M∗ �� ∀�v1, �v2� �� �
��P

i∈{1,2} ui(�vi, M(�v1, �v2)) ≥ α
P

i∈{1,2} ui(�vi, M
∗(�v1, �v2))

Example 1. #�� ����
���� ��
� 
��
�� ������� ���� ���� ������
�
� �
$��
� ����������� 
��� 0.5� #�� ����
���� ��
� 
��
��
	���� ���� ���� �� 
	��� 1 
��� �
� �
$��
� ����������� 
��� 0.5�

�� ��������� �� �� ����	� ��
��	������ ����
����� ���� ��	�
����������� 
�����

3. UPPER BOUND ON THE COMPETITIVE
RATIOS OF STRATEGY-PROOF
MECHANISMS

!� ���� �������� �� ����� 
� ���� ����� �� ��� ����������� 
�
���� �� ��
��	������ ����
������ >���� �� ���������� �� ����
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���� �� ������� ��
��	������ ����
����� ��
� 
� symmetric�V

Definition 2. & ����
���� M �� �������� �� �� �
������
Symmetry over the agents: !� �� ��
� ��� ������ ���� ������

�� ��� �� ��� 
	����� ���� ��� ����� 
����
��� �� ����� 
	���� 
�

��� ��
�����

Symmetry over the items: !� �� ��
� 
	��� 1=� �
��
����� ��

�� ��� ������ 
�� �� ��
� 
	��� 2=� �
��
����� �� ��� �
�� ���
������ ���� ��� 
����
���� ����� �� ����� ��� ����� �� 
��� ��
�����

? &!: 9� For any strategy-proof mechanism that is
α-competitive, there is a corresponding �������� strategy-proof
mechanism that is (at least) α-competitive.

�� ���� ���� �� ��� ����� ��� �� ��
�� �����
����

? &!: 1� For the case of two agents, any symmetric strategy-
proof mechanism is (at least) 0.5-competitive.

?�
�� 9 ������� ��
� �� ��� ������ �� ������	 
� ���� �����
�� ��� ����������� 
���� �� ��
��	������ ����
������ �� �
�
�
���� �	��� ��
��	������ ����
����� ��
� 
� ��� ���������

 �� �� ��
�� ��
� 
 ����
���� M �� α������������ �� �� all pos-
sible ���� ������� ��� ����
� ����
� ���� M �� 
� ��
�� α ����� ���
����
� ����
� ���� ��� �������� ����
���� M∗� !� �� ������ ���
���� ��
��� ���� ��� �
$��
� ����������� 
��� �� M �
� ���� ��
�
��� �
�� � ����
��� #�
� ��� ��� �
� �� ������� 
� ���� �����
�� ��� ����������� 
���� �� ��
��	������ ����
����� �� �� ������
��� ���� ��
�� 
�� ���� ����� �� ��� �
	��� �������� �����������

��� �� 
�� ��
��	������ ����
�����

#G;�E;: 9� The competitive ratio of any strategy-proof mech-
anism is at most 0.841. This is true for any number of items and
two agents.

"E��%� �� ��� ����� �� ��� �
�� �� ��� ������ �� ������� ���
��������	 �������� ���� ��
��+ {(ih, (N − i)h)|i = 0, 1, . . . , N}�
���� N = 50 
�� h = 1/N � #��� ����� (ih, (N − i)h) �
�
�� ������� �� ��� ����	� i� & ����
���� �� ���� �������� ����
��
�� �
� �� ������� �� ��� pi

jk �� i = 1, 2 
�� 0 ≤ j, k ≤ N �
���� pi

jk �� ��� �������� �� ���� i ��� �� 
	��� 1 ���� 
	���
1=� ���� �� j 
�� 
	��� 2=� ���� �� k�

��
��	���������� �� 
	��� 1 �
� ���� �� ��������� �� ���
��������	 ��� �� ����
 ���L�
������+ ∀ 0 ≤ j, j′, k ≤ N

jp1
jk + (N − j)p2

jk ≥ jp1
j′k + (N − j)p2

j′k

��
��	���������� �� 
	��� 2 �
� �� ��������� �� 
 �����

��� �� ����
 ���L�
������ ��������	 ��� pi

jk�
#�� ����
���� ��

����@�� �� ��� pi

jk �� α������������ �� ���
��������	 ����
 ���L�
������ 
� �
������� ∀ 0 ≤ j, k ≤ N

jp1
jk + (N − j)p2

jk + k(1 − p1
jk) + (N − k)(1 − p2

jk) ≥

α(max{j, k} + max{N − j, N − k})

#�� �
	��� �������� ����������� 
��� �� 
�� ����
���� 
�� ��
��� 
���� �������� ���� ��
�� �
� ���� �� �������� �� ������	 

����
 ��	
�� ����� ������ �� 0.841�T &�� ��
��	������ �����

���� �� ��� �
�� �� m > 2 ����� ��
��� ��
��	������ ����

������ �� ��� �
�� �� ��� ����� ����� ��� 
	���� �� ��� �
� 
����
��� ���� ������� G����� ��� ���� ����� 0.841 ����� 
�������
V#��� �� 
 ��L������ ���� ������L�� �� ��� ����
��� �� �������
����
���� ����	��
T�� 
�<������	� ��
� 
 ��������
������� ���� �� ��� 
� �
����
�
���� 
� 
� �
���� ���
�������
�� �
����
���
� ����� ,��
���
���� �� 
 ����
 ��	
����	 ������� �� ��������� �� �
� 	��� 

���
��� �����
� �������� �� ��� ��
� ������ �� ���� ��
� �� �� ���
�������� �� �����/ �� �� ��� 	��� ���� 
 �������� ��� ���
��� ��
���� ��� ���� �� ���� ���� ��	���

4. LINEAR INCREASING-PRICE
MECHANISMS

&� ��������� �
���� �� ��
��� 
� ���� L������� �� ����� ��
��� ���� ����������� ��
��	������ ����
���� �� 	���
�� #���

� ��� �
���� �� ����+ ���� �� �
�< 
� ���	
�� ��

����@
����
�� 
�� ��
��	������ ����
����� �� �� ������/ ������� �� �
�<

 	���
� 
���
�� �� ��
��
���	 
 	���� ����
���� ���������	
��� �
$��
� ����������� 
�����

!� �� 
������� �� ����	� ����������� ����
������ �� ��
� ����
��� �
���� �� 
�� ��
��	������ ����
����� ��"�� �� ���� ���� ��
�� ��� 
�� ��� �������� �
������ �� ����
�����+ ��� �
���� ��
��
������
���
� ����
����� ��M�� ��� �
���� �� ����
���	�����
����
����� �!"�� 
�� ���
�� ��� �
���� �� ����
 ����
���	�����
����
����� � !"�� #���� 4 �
������ 
� ������ 
� ������
��� �����+

LIP � IP � SD � SP

&� �� ���� ��� �" ��  !"� �� 	�� ��� 
�� ��� ���	
��
��

����@
����� �� ��� ����
������ %��
���� ��� ����
����� ��
���  !" �
���� �
� 
���
��� �� ��

����@�� �� 
 ���	�� �

�����

�� �� 
� 
��� �� ��
��
�� ���� ��������������� ��� 
�� 	����  !"
����
����� #�
� ��� �� 
� 
��� �� ����� �� ����������� ����
�
����� ������ ���  !" �
�����

!� 
 �
��������� ������	� �� �� �� 
	��� −i=� ����� ���� 
	���
i �������
��� �
��� 
 ��� �� 
����
��� �������� ��
� ��� �
� ������
��� ��
�� ������� ��������� �� 
� 
����
��� ���� �� i�� &
������
� ��������� �� 
 ����
���� �� �� ��
��	������ �� ��
�
��� ����
���� ������ 
��
�� ������ i=� �
����� ������� �
���	

�� 
����
��� ���������� #��� ��������� �� ��� ��������� �� ���
����
���� �� �� ��
��	������ �� both 
	����� ���
��� 
	��� −i
�
� �
�� ��� ���� �� ��
�	� ��� ��� �� 
����
��� �������� ��
�

	��� i �
���� #�
� ��� −i �
� �
�� �� ������ 
 �
��� ���� �� 	��

	��� i �� 
 �������� −i ������ G������ �� �� �L��� ��
� ��� ���
�� 
����
��� �������� 
	��� i �
��� �� �� ��� ���� ��� ����
����
��
� ���<� i=� �
����� ������� �� ��
��	������ �� ���� 
	����� ;��
�����
���� �� ���� 
 ����
����� 
	��� i �� ��� ����
��+ ��� �������
�� �
����� ������� ��� 
 ��� �� �������� ����������� �� ���
����
����� 
�� 
	��� −i �
� �� ������ ��� �� 
����� ���� �������
���� �������� �� ������ �
�� �� i�� #��� ��
�� �� ��� ��������	 �
��
��� �� ��
������
���
� ����
����� ��� ?�
�� 9� �� ���� ���� ��
������� �������� ����
������+

Swap-Dictatorial Mechanisms: ���� ���
������ 0.5� 
	��� i ��
��� ����
��� ��� ������� �� �
����� 
����
���� ��� 
 ��������
��� �� 
����
��� 
����
����� Ôi ⊂ O� #�� Ôi �
����� ��� ��������	
�������� ��� ��� 
	���� 
�� ��� ������+

• !� (p1, p2, . . . , pm) ∈ Ôi� ���� (1−p1, 1−p2, . . . , 1−pm) ∈

Ô−i �� 
�� i�

• !� (p1, p2, . . . , pm) ∈ Ôi� ���� (pσ(1), pσ(2), . . . , pσ(m)) ∈

Ôi �� 
�� �����
���� σ 
�� i�

��
������
���
� ����
������ 
� ���� 
� ���� ����
���
� �����

������ �
�� ���� ������� �$��������� ���
��� �� ���� ����������
�e.g.� )T*�� :
�� �
��� �� ��� ����
��� �� ����
����� �������
�
������ ��		��� ��
� ��
��	����������� �������� ���� �
����
���� ��������� �
� ���� ���� ���� �� ����
����� ��
� 
� ����
�
���
� �� �
��� )1B� 99� 1(*� G������ ����� �� �� ��� 
�����

�������
� ��������� �� �� ������� ���� �� �$��� ��
��	������
����
����� ��
� 
� ��� ����
���
� �� �
��� ���
� ��� SD � SP ��

%� ������ �� �
$���@��	 ����
� ����
�� ���
���� �� �
�� ���
����
�� 
	��� �� �
<� ���� ����� ��
� ��� �
��� �
����� 
�� ��
��
��� ��
����	 ����� �� ��� ���� 
	���� #��� ��
�� �� ��� ��������	
�
���� �� increasing-price (IP) mechanisms�
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Increasing-Price (IP) Mechanisms: ���� ���
������ 0.5� 
	���
i �� ��� ����
��� 
�� �� ������� ���� 1 ���� �� 
������
 �������
#�� ����
�� 
	��� �
� ����
�� ���������� ��� ����� ���� ���
����
����� ��� ��� ��� ���� 
	���� ���� �� 
������
 �������
#�� ���������� ��� ����� ��� ����
��� 
� ��� ��� 	� �� ��� ����

	���� E
��� ��
� �
���	 ���� 
 �� �� ���� �� �
�� ����� ����
�� 
 ���� �������� �� �
�� ����� 
�� ��� ���� ������� ��� �$�
������� 
� ��� ����
�� 
	��� ���� ��� �� ��� #�� ���� ���������

� ��

����@�� �� ��������� f i

j : [0, 1] → R+ �� i = 1, 2 
��
j = 1, 2, . . . , m� f i

j(x) �� ��� ����
��
����� ���� �� ���� ��
	��
�� 
	��� i ����� i �� ��� ����
��� �� ��� ���
��� ���� j� 
� ��� �����
���� x ����� �� �� 
������
 ������ �
�� 
��
�� ���� ����� ��
���� j� ,� ?�
�� 9� �� �
� ������ 
����� f i

j = f �� 
�� i 
�� j�
%������� f �� ����
���	 
�� ��������� �� 
��� 
����� f �� ��������
��
���� !�� 
� ��� ���� 
	��� i ����� ��� �� ��� ����
��� ����� x �����
�� 
������
 ������ �� ���� j� ���� ��� �� 
����
��� 
 ��������R x

0
1

f(t)
dt �� ���� j� �� ���� ������ 
� �$
���� !" ����
����

�
�� �� ���� ������� ������ 
���
��� �����	� �� ��� ��� ��������
��
�� ��  !" ����
�������

#�� ��������� �� ��� ����
���	����� ����
����� ��	�� ���
��� ���� �� 
� �������� !� ��� ����
�� 
	��� ���
��� 
 �
	� ���
������ �� 
� ����� ���� ��� ���� �� �
���	 
� 
 ��	� 
��� �����
�
� ���� �
���� ���� ��� ��	��� �
���� ��� ����� ,��
��� �����

� ����
���	� ��� �����
� ��
��	� �� ��� ����
�� 
	��� �� ����
��� ��� 	���� ��
��	�+ ����
�� �
� �����������
�� ��
�� 
�����
�
�� ����� ��� ���� ��
� ���� ���� ���� ��� ��	���� �
���X���� 
�
���� ����� ��� 
������
 ������ ��� ���� #�
� ��� 
� ���� ������ ��
��� ����
�� 
	���=� �
��
���� �� ���� j �� vj � 
�� �� �
 xj �����
�� 
������
 ������ �
�� ���� ����� �� ���� j� ���� ��� ����
��

	��� ������ ����
�� 
� �����������
�� ��
�� 
����� �� ���� j∗�
���� j∗ = arg maxj{

vj

f(xj)
}� &� ��� ���� �� ����� ��
� �
��

���� �
��� ����
���� ��� ���
 ����� ���� �� ��������
� �� ���
����
�� 
	���=� �
��
�����+

 ;::& 9� Under an IP mechanisms, if the dictator spends
k1, k2(0 < ki < 1) units of artificial currency on items 1, 2, then
the dictator’s valuations for these items must be f1(k1) · C and
f2(k2) · C for some C.

&�� ����
���	 
�� �������� �������� f ��������� �� 
� ����
���	�
���� ����
����� &���
���� �� ��� ������ �� ����	���	 ��������
���� ����
������ �� ���� ���� �� ������� ��������� f ��
� �
�����R 1

0
1

f(t)
dt = 1� #�
� ��� �� ���� ���� �� ������� ����
���	�����

����
����� �� ����� ��� ����
�� 
	��� 	��� ��� ������� �� 
� ����
�� 
�� ���� �� ��� ������ 
�� �� 
������
 ������ �� ���� �����

? &!: D� For the purpose of designing competitive IP mecha-
nisms, we only need to consider increasing-price mechanisms with
f satisfying

R 1

0
1

f(t)
dt = 1.

"E��%� !�
R 1

0
1

f(t)
dt > 1� ���� ���� �$���� U �U < 1� ��
�

�
������
R U

0
1

f(t)
dt = 1� ∀0 < ε < U � ��� f̂ �� ��� �
�� 
� f

�� x ≤ U � 
�� ��� f̂(x) �
<� ���� ��� ��	� �
���� �� U <

x ≤ 1 ��� 
 �
� ��
� �
<�� f̂ ����
���	�� �� ��
�
R 1

0
1

f̂(t)
dt ≤

1+ε� ����� ��� ����
�� 
	��� ���� ���� ����� ��� ��
� U ����� ��

������
 ������ �� 
�� ���� ��� �� ��������� �� ��� ����
�� 
	���
�� �������� ����
���	 
� ���� ���� ��� �
� 
��
�� ���
���� ���
������� �� ���� ������ �� ��� �	��� ��
� �
���� �� ��� ����
����
�0 ≤ x ≤ U �� f 
�� f̂ 
� �������
�� #���� �� ���� ���� �� �������
��������� f �
�������	

R 1

0
1

f(t)
dt ≤ 1 + ε �� 
���
� ��
�� �
���

ε� #�
� ��� �� ���� ���� �� ������� �
��� ����
R 1

0
1

f(t)
≤ 1�

!�
R 1

0
1

f(t)
dt = p < 1� ���� ��� f̂ = pf � �� ��
� �� �
��

R 1

0
1

f̂(t)
dt = 1� �� ������ ��� �������� �� ���� j ��� �� 
	��� i

���� f ���� i �� ��� ����
�� �� qi
j � #�� �������� �� ���� j ���

�� 
	��� i ���� f ���� i �� ��� ��� ����
�� �� ���� 1 − q−i
j � #��

�������� �� ���� j ��� �� 
	��� i ���� f̂ ���� i �� ��� ����
�� ��
qi

j

p
����� f̂ � 
 ����
�� 	��� 1

p
����� 
� ���� ���� �� ���� �� 
����

��
� ������ 
� ���� 
����� �� ������ ������� 
�� ��� ��������
�� ���� j ��� �� 
	��� i ���� f̂ ���� i �� ��� ��� ����
�� �� 1 −
q−i

j

p
� #�� ����
� ����
� ���� f �L�
��

P
i,j

qi
jvi

j+(1−q−i
j

)vi
j

2
� #��

����
� ����
� ���� f̂ �L�
��
P

i,j

qi
jvi

j/p+(1−q−i
j

/p)vi
j

2
� ����� ��


� ��
�� 1 �
� �� ��� ���� �� ?�
�� 1�� !� ���� ��� ��
� ��� ����
�
����
� ���� f �� 
��
�� ���� ��
� � �L�
� �� ��� ����
� ����
�

���� f̂ � 
� ����� ������
P

i,j

qi
jvi

j+(1−q−i
j

)vi
j

2
=P

i,j

qi
jvi

j+(p−q−i
j

)vi
j+(1−p)vi

j

2
=
P

i,j

qi
jvi

j+(p−q−i
j

)vi
j

2
+P

i,j

(1−p)vi
j

2
=
P

i,j

qi
jvi

j+(p−q−i
j

)vi
j

2
+ (1 − p) =

p
P

i,j

qi
jvi

j/p+(1−q−i
j

/p)vi
j

2
+(1−p) ≤

P
i,j

qi
jvi

j/p+(1−q−i
j

/p)vi
j

2
�

G����� �� ���� ���� �� ������� f �
�������	
R 1

0
1

f(t)
= 1�

%��
���� ��� �
���� �� ����
 ����
���	����� ����
����� �� ���
������ �����+

Linear Increasing-Price (LIP) Mechanisms:  ���
 ����
���	�
���� ����
����� 
� ����
���	����� ����
����� ��

����@��
�� 
 ����
 �������� f(x) = ax + b� ���� a 
�� b 
� ��������
�����
���� �a �
� �� �� �������� �� f �� �� ����
���	� b �
� ��
�� �������� �� 
���� ��	
���� ����� � ������������@���� ����� ��
���� ������� f �
�������	

R 1

0
1

f(t)
dt = 1� �� �
�� b = a

ea−1
�

#�
� ��� 
  !" ����
���� �� ��

����@�� �� 
 ���	�� �

���� a�
%�� ��� ��� �� ��� LIP (a) �� ������ ���  !" ����
���� ����
�

���� a� �� ��� b �� ������ ��� �
��� a

ea−1
�

Example 2.  �� a = 2 �b = 2
e2−1

� 
�� m = 2�  �� ���

	����= ���� ������ �� (1, 0) 
�� (0.5, 0.5)� ������������ N��
�� LIP (a)� ���� 0.5 ���
������� 
	��� 1 �� ��� ����
��� �����

	��� 1=� ���� ����� �� (1, 0)� ��� ���� ����� 
�� �� 
������
 ���
���� �� ���� 1� #�� �������	 
����
���� �� (1, 0)+ 
	��� 1 ����
��� ������� �� ���� 1� ����� 
	��� 2 	��� ��
� �� ���� ���� ���
����� �� ���� 2�� ���� 0.5 ���
������� 
	��� 2 �� ��� ����
���
����� 
	��� 2=� ���� ����� �� (0.5, 0.5)� ��� ���� ������ �� 
���
����
 ������ ������ �� ����� 1 
�� 2� #�� �������	 
����
����
�� (1 −

R 0.5

0
1

at+b
dt, 1 −

R 0.5

0
1

at+b
dt) = (0.283, 0.283)+ 
	��� 2

����
R 0.5

0
1

at+b
dt = 0.717 �������� �� ���� ���� 1 
�� 2� �����


	��� 1 	��� ��
� �� ���� �1 −
R 0.5

0
1

at+b
dt = 0.283 ��������

�� ���� ������� !� ���
�� ��� �������	 
����
���� ���� LIP (a) ��
(1 − 1

2

R 0.5

0
1

at+b
dt, 1

2
− 1

2

R 0.5

0
1

at+b
dt) = (0.642, 0.642)�

,������ ����������� ��� ����
 ����
���	����� ����
����� ����
���� 
 ���� ������ ��
� �� ��� ��
�� �� ���� ���������
� ����
���	�
���� ����
������ ,���� ������� ���� ������� �� ���� ��� ����
�����	 ����������� ������� �� 
� ���������	 
� !" ����
����
��

����@�� �� �������� f �

Definition 3. & ���� ����� �v ∈ V �� strictly full ranked �� f ��

 ����
�� 
	��� ���� ��� ���� �v ���� ����
�� �������� ���������
�� ���� ���� ���� f �

;��� ������� ���� 
�<�� ���� ����� �v = (v1, v2, . . . , vm) ���
������� �� 
 ����� (t1, t2, . . . , tm) ����

Pm
j=1 tj = 1� ���� tj

�> 0� ������� ��� 
����� �� 
������
 ������ ��
� 
� 
	��� ����
���� ����� �v ���� ����� �� ���� j ����� ��� �� ��� ����
���� #��
���
 �
���X���� 
��� vj

f(tj)
������ �� ��� �
�� �� 
�� j � ���
 9��
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Definition 4. & ���� ����� �v ∈ V �� full ranked �� �v ∈ W� ����
W �� ��� ������ �� ��� ��� �� 
�� ������� ���� 
�<�� ���� �������

%� 
 ���� 
�<�� ����� �v� �� 
��� �
�� ��
� ��� ���
 �
���X����

��� vj

f(tj)
������ �� ��� �
�� �� 
�� j�

A�� 
�� ���� ������ 
� ���� 
�<�� ���� ������� !� 
� 
	���
�
� ��� ��� �
��
����� �� ���� ������ ���� ��� ���� ��� �����

�� 
������
 ������ �� ����� ����� �� f(0) �� ����������� ��	��
%� ��
�� f(0)� ���� ���� ������ 
� ���� 
�<��� !� ��� ��� �� ����
�
�� ����� ������	 �� ��� ����������� 
���� ��  !" ����
�������
�� ����� �� ���� 
�<�� ���� ������� 
�� ��
� ������ ��
� 
� ���
���� 
�<�� 
� �$���������

? &!: (� For cases of at least three items, LIP mechanisms
are the only IP mechanisms satisfying the following condition:

����	 �������������+ For two agents with full ranked type vec-
tors, if one agent values an item more than the other agent, then she
should win a greater proportion of this item than the other agent.

�� ��� ���� ��� ��������	 ����
� ����� ���� �� 
��� ���� �
��
�� ��� �
���

 ;::& 1� Let �v = (v1, v2, . . . , vm) be a full ranked vector
under LIP (a). Let�v ’s payment vector (t1, t2, . . . , tm) (

Pm
j=1 tj =

1) be such that an agent with true type �v will spend tj units of arti-
ficial currency on item j under LIP (a) (when she is the dictator).

Then, the vj and the tj satisfy vj =
atj+b

a+mb
for all j.

"E��%� #�� ���
 �
���X���� 
��� vj

atj+b
������ �� ��� �
�� ��


�� j� ��  ���
 9� �����
P

vj = 1� �� �
�� vj =
atj+b

a+mb
�� 
��

j�

A�� �� 
� �
�� �� ���� ��� 
���� ��
���

"E��% �% ? &!: (� �� ��� ���� ��
�  !" ����
����� �
��
���� ��� ����	 ������������� ����������

 ���
 1 �
�� ��
� ���� 
  !" ����
����� 
� 
	���=� �
���
�� 
� ���� �� ����
 �� ��� 
����� �� 
������
 ������ ���� 
	���
����� ����� �� ��� ���� 
� 
 ����
��� #������� �� ��� 
	��� �
��
��� 
� ���� ��� ��
� ��� ���� 
	���� ����� 
� ��� ����
��� ���
����� ����� ��� �� ���� ���� ��
� ��� ���� 
	���� ����� ��
��
��� ���� ��� �� ��� ���� 
� ��� ����

�� ��� ���� ��
�  !" ����
����� 
� ��� ���� !" ����
�����
�
�������	 ��� ����	 ������������� ���������� �� �
��� �� 
� ��
��
���� ������

 �� �� ������� 
� !" ����
���� ��

����@�� �� 
� ����
���	
�������� �������� f � !� ∃ �����	
���� ta, tb, t

′
a, t′b� �� ��
� 0 ≤ ta +

tb = t′a + t′b = t ≤ 1 
�� f(ta) + f(tb) > f(t′a) + f(t′b) 
�
���� �
������� ���� �� �
� �������� ��� ��������	 ���� 
�<�� ����
������+

( f(1−t)
f(1−t)+f(ta)+f(tb)+(m−3)f(0)

, f(ta)
f(1−t)+f(ta)+f(tb)+(m−3)f(0)

,
f(tb)

f(1−t)+f(ta)+f(tb)+(m−3)f(0)
, f(0)

f(1−t)+f(ta)+f(tb)+(m−3)f(0)
, . . . ,

f(0)
f(1−t)+f(ta)+f(tb)+(m−3)f(0)

) 
��

( f(1−t)
f(1−t)+f(t′a)+f(t′

b
)+(m−3)f(0)

,
f(t′a)

f(1−t)+f(t′a)+f(t′
b
)+(m−3)f(0)

,

f(t′b)

f(1−t)+f(t′a)+f(t′
b
)+(m−3)f(0)

, f(0)
f(1−t)+f(t′a)+f(t′

b
)+(m−3)f(0)

, . . . ,
f(0)

f(1−t)+f(t′a)+f(t′
b
)+(m−3)f(0)

)�
#�� ��� ������ 
� ���������� �� ���� 
 �
� ��
� 
	��� 1 ����

����� 1 − t ����� �� 
������
 ������ �� ���� 1� ta ����� �� ����
2� tb ����� �� ���� 3� 
�� 0 ����� �� ��� ���� ������ ����� 
	��� 2
���� ����� 1 − t ����� �� 
������
 ������ �� ���� 1� t′a ����� ��
���� 2� t′b ����� �� ���� 3� 
�� 0 ����� �� ��� ���� ������ &	���
1 �
���� ���� 1 ���� ��
� 
	��� 2 ���� �������
�� �� �
	��� ���

���� ���� ����� ��� �
�� 
����� �� 
������
 ������ �� ���� 1�
��� ���� ��� ��� �
�� �������� �� ���� 1 
� ��� ���� A�� ��
�� ����
�� ��� �
��� �� 
	��� 1 �� ���� 1 �� 
 ���� 
����� ������
<�����	 �� ���� ��
� ��� �
��� �� 
	��� 2�� ���� �� �
�� 
 ����
����
���� 
	��� 1 �
���� ���� 1 ����� ��� ���� 
 	�
�� �������� ��
�� 
� ��� ��� �
	��� 1 ��� ������ ��� �� ���� 1�� #�
� ��� ��
�
����� ��� ����	 ������������� ���������� ������� 0 ≤ ta +
tb = t′a + t′b = t ≤ 1 �� �����	
���� ta, tb, t

′
a, t′b� �� ���� �
��

f(ta) + f(tb) = f(t′a) + f(t′b)� #�
� ��� ∀0 ≤ c ≤ t ≤ 1� �� �
��
f(t)+f(0) = f(t−c)+f(c)� ����� �� 
����� f �� ���������
����
�� �
<��	 ��� ����
���� ��� t �� ���� ����� �� ��� �L�
����� �� �
��
��
� f ′(t) = f ′(t− c)� #�� �
���� �� t 
�� c �
� �� 
���
�� #�
�
��� f ′ �� 
 �����
��� f ���� �� ����
�

#�� 
���� ��
�� ������� 
����� ��������
��� ����� ��
� ����
�������� ���� 
���	 
�� !" ����
������ �� ����� ��  !" ����
�
������ !� ��� ��$� �������� �� ����� �� ����������� ����
�����
������ ���  !" �
�����

5. COMPETITIVE LINEAR INCREASING-
PRICE MECHANISMS

����� 
 ����
 ����
���	����� ����
���� �� ��

����@�� �� 

���	�� �

����� ��� �� 
 	���� �
��� �� a� �� 
� 
��� �� ��
��
��
��� ��������������� �� LIP (a)� ���� ��� �
�< �� ������	 �� ����
��������  !" ����
����� �
� �� ���� ������ �� ��
����	 �� ���
�����
� �
��� �� a�

!� ��
� �������� �� ������� ��� �� ��
��
�� ��� ���������������
�� LIP (a)� �� 
 	���� �
��� �� a 
�� 
 	���� ����� �� ������

5.1 Two Items
�� ��� ����� �� ��� �
�� �� ��� ������
�� ������ ��� ���� ������ �� 
	��� 1 
�� 2 �� (x, 1 − x) 
��

(y, 1 − y)� ����������� �1 ≥ x ≥ y ≥ 0�� �� 
���� ���
���� ��
����	 x �� ��� �� ���� ��� �
��� x 
�� ��� ���� ����� ����� ���
������� �� x� �� �� ��� �
�� �� y�

? &!: O� Under LIP (a), with probability 0.5, agent 1 is the
dictator, whose optimal strategy (when she is the dictator) is as
follows.

• If x
a+b

≥ 1−x
b

, then agent 1 will spend all her artificial cur-
rency on item 1. At the end, agent 1 gets item 1 in its entirety
while agent 2 gets what 1 does not take (item 2 in its entirety).
It should be noted that this is the resulting allocation ����

	��� 1 �� ��� ����
��. When agent 2 is the dictator, we may
get a different allocation.

• If 1−x
a+b

≥ x
b
, then agent 1 will spend all her artificial cur-

rency on item 2. At the end, agent 1 gets item 2 in its entirety
while agent 2 gets item 1 in its entirety.

• Otherwise, agent 1 will spend t = x(a+2b)−b
a

units of arti-

ficial currency on item 1, and 1 − t = (1−x)(a+2b)−b
a

units
of artificial currency on item 2. At the end, the instanta-
neous prices of items 1 and 2 will be at + b = x(a + 2b)
and a(1 − t) + b = (1 − x)(a + 2b), respectively. (We
note that the prices are proportional to agent 1’s type vec-
tor (x, 1 − x), as they should be.) At the end, agent 1 gets
a proportion ln(at+b)

a
− ln(b)

a
of item 1 and a proportion

ln(a(1−t)+b)
a

− ln(b)
a

of item 2, while agent 2 gets the re-
mainder.
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%� j = 1, 2� �� ��� pj(x, y) �� ������ ��� �������� �� ���� j
��� �� 
	��� 1 
� ��� ���� ���� 
	��� 1=� ������ ���� ����� �� x

�� 
	��� 2=� ������ ���� ����� �� y� �#��� �������� �
<�� ���

�����@
���� ��� ��� �� ��� ����
�� ���� 
�������� #�� �
��� ��
pj(x, y) �
� �� �������� 
� ����� 
����� p1(x, y) �� ����
���	 ��
x 
�� ����
���	 �� y� p2(x, y) �� ����
���	 �� x 
�� ����
���	 ��
y� �� ��� S(x, y) �� ������ ��� ����
� ����
� ���� LIP (a)� #�
�
��� S(x, y) = xp1(x, y)+(1−x)p2(x, y)+y(1−p1(x, y))+(1−
y)(1−p2(x, y))� #�� ����
� ����
� ���� ��� �������� ����
����
M∗ �L�
�� x + 1 − y�

,� ���������� ��� �
$��
� ����������� 
��� �� LIP (a) �
� ��
�������� 
�

min
1≥x≥y≥0

S(x, y)

x + 1 − y

�� ��� ���� ��� �� ����� ��� 
���� �$������� ��� ���� ���
��� 
�� 
�����

 �� N �� 
 �
	� �������� ����	��  �� h = 1
N

�� ��� ���� ��@��
 �� ��� xi �� ������ 
� xi = ih �� i = 0, 1, . . . , N � �����
��� ���
��� yi �� ������ 
� yi = ih �� i = 0, 1, . . . , N �

�� �
�� ��
�

min
1≥x≥y≥0

S(x, y)

x + 1 − y
≥ min

N>i≥j≥0
{ min
xi + h ≥ x ≥ xi

yj + h ≥ y ≥ yj

S(x, y)

xi + h + 1 − yj
}

≥ min
N>i≥j≥0

xip1(xi, yj + h) + (1 − xi − h)p2(xi + h, yj)
+yj(1 − p1(xi + h, yj))

+(1 − yj − h)(1 − p2(xi, yj + h))

xi + h + 1 − yj

�� 
��� �
�� ��
�

min
1≥x≥y≥0

S(x, y)

x + 1 − y
≤ min

N≥i≥j≥0

S(xi, yj)

xi + 1 − yj

= min
N≥i≥j≥0

xip1(xi, yj) + (1 − xi)p2(xi, yj)
+yj(1 − p1(xi, yj))

+(1 − yj)(1 − p2(xi, yj))

xi + 1 − yj

�� ���� ��
� ��� xi 
�� ��� yi 
� �����
���� #�� �
���� �� ���
pk(xi, yj) 
� 
��� �����
��� ��� �� �� a�� #�
� ��� �
��� �� ���

���� ��� ���L�
������� �� 
� 
��� �� ������� 
 �����
�� ����
����� 
�� 
 �����
�� ���� ����� �� ��� �
$��
� ����������� 
���
�� LIP (a)� ���� a = 2� ��� ���� ����� �� 0.828� ����� 
��
���� ����� �� ��� �
$��
� ����������� 
��� �� 
��� 
 �����������

���� LIP (2) �� �
� ��
��� 0.828������������� #�
� ��� ��� ���
����
LIP (2) ����
���� �� ��
 �����
� �� ��� �
�� �� ��� ����� ���
��
�� ��
� #����� 9 �
�� ��
� 
�� ��
��	������ ����
���� �� 
�
���� 0.841��������������

#G;�E;: 1� For the case of two items and two agents, the
competitive ratio of LIP (2) is at least 0.828, and at most 0.829.

5.2 Three or More Items
���� ��� ��
� ��� ������ �� ���� 
 �������� ������L�� ��

����� ��� �
$��
� ����������� 
��� �� 
 	����  !" ����
�����
 �� α �� ��� �
$��
� ����������� 
��� �� LIP (a) ��� ����

	���� a 
�� m��  �� W �� ��� ��� �� ���� 
�<�� ���� ������ ����
LIP (a)�  �� αW �� ��� �
$��
� ����������� 
��� �� LIP (a) ��
�� ������ ��� ���� ��
�� �� W� #�� ��������	 ��
�� �
�� ��
� 

���� ����� �� α �
� �� ���
���� �
��� �� αW�

? &!: V� Let α be the maximal competitive ratio of LIP (a).
Let αW be the maximal competitive ratio of LIP (a) if we restrict
the type space to the set of full ranked type vectors W. We have

a + b

a + 2mb
αW ≤ α

,���� �����	 ���� ��
��� ��� �� �������� ��� ��������	 ������
���� 
�� ����
�

Definition 5.  �� �v = (v1, v2, . . . , vm)� ����� �
� � �
� ���
�� ���� 
�<���  �� �v =� �
����� ����� (t1, t2, . . . , tm) �� ����
��
� 
� 
	��� ���� ��� ���� �v ���� ����� tj ����� �� 
������
 ���
���� �� ���� j ����� ��� �� ��� ����
���� �� ����� φ(�v) =

(v′
1, v

′
2, . . . , v

′
m)� ���� v′

j =
atj+b

a+mb
�� 
�� j� #�
� ��� φ(�v) ��

��� ����L��� ���� 
�<�� ���� ����� ����������	 �� ��� �
�����
����� �� �v�

!� �v �� 
��
�� ���� 
�<��� ���� φ(�v) = �v� !� 
�� �
��� 
� 
	���
���� ��� ���� φ(�v) ���� 
�� �� ��� �
�� �
� 
� 
� 
	��� ���� ���
���� �v� ����� ���� ����������	 �
����� ������ 
� ��� �
���

 ;::& D� ∀�v = (v1, v2, . . . , vm),∀j, let φ(�v) = (v′
1, . . . , v

′
m).

Then, we have vj + b
a+mb

≥ v′
j and vj

a+b
a+mb

≤ v′
j . That is, if we

change �v into φ(�v), the value of an element increases at most by
b

a+mb
, and the value of an element decreases at most by a factor of

a+b
a+mb

.

"E��%�  �� (t1, t2, . . . , tm) �� ��� �
����� ����� �� �v 
��
φ(�v)�  �� S = {j|tj > 0, j = 1, 2, . . . , m} 
�� T = {j|tj =
0, j = 1, 2, . . . , m}� �� �
�� ��
� �� 
�� j ∈ S� vj

atj+b
= C

�� 
 ������ �����
�� C� �� 
��� �
�� ��
� �� 
�� j ∈ T � C ≥
vj

atj+b
=

vj

b
�

�� 	��
P

j∈S vj = C(a + |S|b)� �� 
��� 	��
P

j∈T vj ≤

C(|T |b)� �����
P

j∈S∪T vj = 1� �� �
�� C(a + mb) ≥ 1� #�
�
��� �� j ∈ S� vj ≥

atj+b

a+mb
= v′

j � %� j ∈ T � v′
j = b

a+mb
�

#������� �� 
�� j� vj + b
a+mb

≥ v′
j �

�����
P

j∈S∪T vj = 1 
�� vj ≥ 0 �� 
�� j� �� �
��
P

j∈S vj ≤

1� #�
� ��� C(a+b) ≤ C(a+|S|b) ≤ 1� #�
� ��� C ≤ 1
a+b

� G�����
�� 
�� j� vj ≤

atj+b

a+b
�  �� �� ��
�� ��
� v′

j =
atj+b

a+mb
� #�������

�� 
�� j� vj
a+b

a+mb
≤ v′

j �

A�� �� 
� �
�� �� ���� ?�
�� V�

"E��% �% ? &!: V�  �� �v1, �v2 ∈ V �� 
�� ��� ���� �������
 �� S �� ��� ���
���� ����
� ����
� ����� LIP (a)� ���� ���


	���� ���� �v1 
�� �v2� ������������  �� M �� ��� �������� ���
��
� ����
� ���� ��� 
	���� ���� �v1 
�� �v2� ������������  �� Sφ

�� ��� ���
���� ����
� ����
� ����� LIP (a)� ���� ��� 
	���� ��
��� φ(�v1) 
�� φ(�v2)� ������������  �� Mφ �� ��� �������� ����
�
����
� ���� ��� 
	���� ���� φ(�v1) 
�� φ(�v2)� ������������

�� ������� ��
� �
����� ���� 
	���� ���� φ(�v1) 
�� φ(�v2)
�����
� �� �v1 
�� �v2� #�� 
����
���� ���� ��� ��
�	�� ����� ����

� m ����� 
�� ��  ���
 D ��� �
��
���� �� 
� ���� 	��� �� ��

� ���� b

a+mb
� �� �
�� Sφ ≤ m b

a+mb
+S� ����� ��  ���
 D ���

�
��
���� �� 
� ���� 	��� ���� �� 
� ���� 
 �
��� �� a+b
a+mb

� ��

�
�� Mφ ≥ a+b
a+mb

M � #������
S+m b

a+mb
a+b

a+mb
M

≥ Sφ

Mφ � ����� S ≥ 1

�
� �� ��� ���� �� ?�
�� 1�� �� �
��
S+m b

a+mb
S

a+b
a+mb

M
≥ Sφ

Mφ � #�
� ���

S
M

≥ a+b
a+2mb

Sφ

Mφ ≥ a+b
a+2mb

αW�
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?�
�� V ������� ��
� �� �� �
� 	�� 
 ���� ����� �� αW� ���� ��
����������	 �� �� a+b

a+2mb
� �� 	�� 
 ���� ����� �� α� ��� �� ���

����� �� ������	 
 ���� ����� �� ��� �
$��
� ����������� 
���
�� LIP (a) ���������	 ���� ���� 
�<�� ���� �������

 �� x�y �� ��� 
	����= �
��
����� �� ���� 1 �� 
�� ���� ������
������� ���� �� 	���
����� �� 
����� x ≥ y� ����� �� 
� ����
��
���	 ���� ���� 
�<�� ���� ������� �� �
�� x = atx+b

a+mb
�� ����

0 ≤ tx ≤ 1� ���� tx �� ��� 
����� �� 
������
 ������ 
	���
1 ������ �� ���� 1 ���� ��� �� ��� ����
��� �����
 �����
�����
���� �� y� #�
� ��� y =

aty+b

a+mb
�� ���� 0 ≤ ty ≤ 1� ���� ty

�� ��� 
����� �� 
������
 ������ 
	��� 2 ������ �� ���� 1 ����
��� �� ��� ����
���  �� u = y

x
� �� �
�� b

a+b
≤ u ≤ 1�

N��� LIP (a)� ��� �������� �� ���� 1 ��� �� 
	��� 1 ���� 1

�� ��� ����
�� �� ln(atx+b)
a

− ln(b)
a

� #�� �������� �� ���� 1 ���
�� 
	��� 1 ���� 1 �� ��� ��� ����
�� �� 1 −

ln(aty+b)

a
+ ln(b)

a
� !�

���
�� ��� �������� �� ���� 1 ��� �� 
	��� 1 �� 1
2

+
ln( atx+b

aty+b
)

2a
=

1
2

+
ln( x

y
)

2a
= − ln(u)

2a
+ 1

2
� �����
��� ��� �������� �� ���� 1 ���

�� 
	��� 2 �� ln(u)
2a

+ 1
2

�
�� ��� R(x, y) �� ������ ��� ��� �� ��� 
	����= ��������� ������

��� ���� 1 ���� ��� 
	����= �
��
����� �� ���� 1 
� x 
�� y�
����������� �x ≥ y��  �� θ(a) �� ������ 
� ��� ������� 
���
������� R(x, y) 
�� x ��� 
�� x, y� #�
� ��� θ(a) �� ��� �����
��� 
��� �� 
������� ������� ��� �����
� ������� �� ���� 1 ����
LIP (a)� ���� �� ���� ������� ���� 
�<�� ������� θ(a) ����
������� �� a ���� �� m�� �� �
�� �� ��� intrinsic value �� a�

? &!: T� The intrinsic value θ(a) is less than or equal to the
maximal competitive ratio of LIP (a) considering only full ranked
type vectors.

"E��%� ,� ������� ��� ��� ������ ��� 
������� ������� ���
�����
� ������� �� 
�� ���� �� 
� ��
�� θ(a)� G����� ��� �
$��
�
����������� 
��� �� 
� ��
�� θ(a)�

 �� N �� 
 �
	� �������� ����	��  �� h = a
N(a+b)

�� ��� ����
��@��  �� ��� ui �� ������ 
� ui = b

a+b
+ ih �� i = 0, 1, . . . , N �

�� ������ ��
�

θ(a) = min
b

a+mb
≤y≤x≤ a+b

a+mb

x(− ln(u)
2a

+ 1
2
) + y( ln(u)

2a
+ 1

2
)

x

= min
b

a+b
≤u≤1

− ln(u)

2a
+

1

2
+

u ln(u)

2a
+

u

2

≥ min
0≤i<N

min
ui≤u≤ui+h

(u − 1) ln(u)

2a
+

1

2
+

u

2

≥ min
0≤i<N

(ui + h − 1) ln(ui + h)

2a
+

1

2
+

ui

2

>���� a� ��� ui 
� �����
���� #�� 
���� �$������� �� ��� ����
���� �� N �����
���� !� 	���� 
 ���� ����� �� θ(a)� �� ������
�� �� θ(a)� #�� ��������	 �$������� 	���� 
� ���� ����� �� θ(a)

�������� �� θ(a)��

θ(a) = min
b

a+b
≤u≤1

− ln(u)

2a
+

1

2
+

u ln(u)

2a
+

u

2

≤ min
0<i≤N

(ui − 1) ln(ui)

2a
+

1

2
+

ui

2

≤ min
0≤i<N

(ui + h − 1) ln(ui + h)

2a
+

1

2
+

ui

2
+

h

2
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Figure 1: Obtained Competitive Ratios

#�
� ��� ��� ���
���� ���� ����� θ(a) 
�� ���� ����� θ(a)

����� ���� �� 
� ���� h
2

� ����� �
� �� �
�� 
���
��� ��
���
����� θ(a) ≤ αW� �� �
�� ��
� α �� ������� ����� �� a+b

a+2mb
θ(a)�C

A�$�� �� ���� ��
� θ(a) ����� 
� 
� ���� ����� �� α�S

? &!: C� θ(a) ≥ α.

"E��%�  �� ᾱ �� ��� �
$��
� ����������� 
��� �� LIP (a) ����
���� 
� ���� ��� ������ �� �
�� ᾱ ≥ α� G���� �� ���� ���� ��
���� θ(a) ≥ ᾱ�

%� ��� �
�� �� ��� ������ ��� �� ������� ��� �
�� ���� 
	��� 1=�
���� ����� �� ( u

u+1
, 1

u+1
)� 
�� 
	��� 2=� ���� ����� �� ( 1

u+1
, u

u+1
)�

G��� b
a+b

≤ u ≤ 1� !� �� �
�� �� ��� ��
� ����� ��� ���� ����
��� 
� ���� 
�<��� #�� ������� �� 
	��� 1 ���� LIP (a) �L�
��

u
u+1

( 1
2

+ ln(u)
2a

) + 1
u+1

( 1
2

+ − ln(u)
2a

)� #�� ������� �� 
	��� 2 ��
��� �
��� #�� �������� ����
� ����
� �� 2

u+1
� ��� ᾱ �� 
� ����

2
1
2+ u

u+1
ln(u)
2a

+ 1
u+1

− ln(u)
2a

2
u+1

= u+1
2

+ u ln(u)
2a

+ − ln(u)
2a

�

����� u �
� �
<� 
�� �
��� ��� b
a+b

�� 1� ᾱ ≤ min b
a+b

≤u≤1
1
2
+

u
2
+ u ln(u)

2a
− ln(u)

2a
� #�� �$������� �� ��� �	�� ���� �� ��� ���L�
��

��� �� �$
���� θ(a)�

#����� D ����
�@�� ��� ����������� �� ���� ��������

#G;�E;: D� For the case of m items and two agents, LIP (a)
is at least a+b

a+2mb
θ(a)-competitive, and at most θ(a)-competitive.

�� ������
�� ��� ������ �� ���� ������� ���� %�	�� 9� %� ����
�� ��� ������ ������ �� ��
���� �� ���  !" ����
���� ����
{LIP (a)|a = 0.01, 0.02, 0.03, . . . , 20}� ��
� �
$���@�� a+b

a+2mb
θ(a)

���� ����������	 ���� ������ θ(a) 
� 
��� ����������

C���� �� ������� ���� ���� ������ �� 
���
��� �������
a+b

a+2mb
θ(a)�

S���� �� ������� ���� ���� ������ �� 
���
��� ������� θ(a)�
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6. LARGE NUMBERS OF ITEMS
�� ��� ���� 
 ��	
���� �����+ 
� ��� ����� �� ����� 	���

�� ������� � 
�� ����
���	����� ����
���� ������� �� �� ����
 �
�������
� �
� �
$��
� ����������� 
��� 0.5� #�
� ��� �� ��� ������
���� 
� �� ��� ����������� ��
� ��� ����
���� ��
� ������ ���
����� ��� ����� �������

#G;�E;: (� For the case of two agents, as the number of items
m goes to infinity, the maximal competitive ratio of any increasing-
price mechanism is 0.5.

"E��%�  �� M �� 
�� ����
���	����� ����
����� ��

����
�@�� �� ��� ���� �������� f �  �� ��� ���� ������ �� ��� 
	���� ��
( f(1)

f(1)+(m−1)f(0)
, f(0)

f(1)+(m−1)f(0)
, . . . , f(0)

f(1)+(m−1)f(0)
) 
��

(1, 0, . . . , 0)� ������������ ;���� 
	���� ���� ��� �� ��� ����
���
���� ������ �� ����� 
�� �� 
������
 ������ �� ���� 1�

���� 
	��� 1 �� ��� ����
��� ��� ����
� ����
� ���� M �L�
��
f(1)

f(1)+(m−1)f(0)
� ���� 
	��� 2 �� ��� ����
��� ��� ����
� ����
�

���� M �L�
�� 1 + (m−1)f(0)
f(1)+(m−1)f(0)

� #�� ����
� ����
� ���� ���
�������� ����
���� �L�
�� 1 + (m−1)f(0)

f(1)+(m−1)f(0)
� #�� �����������


��� �� M �� ���� 
� ���� 1

1+
(m−1)f(0)

f(1)+(m−1)f(0)

= f(1)+(m−1)f(0)
f(1)+2(m−1)f(0)

�

&� m → ∞� ���� 
��� 	��� �� 0.5� #�
� ��� ��� �
$��
� ����
�������� 
��� �� 
�� ����
���	����� ����
���� �� 
� ���� 0.5 
�
m → ∞� �� ��� ���� �
��� 0.5 �� 
 ���� ����� �� ��� ��������
���� 
���� �� ��
��	������ ����
����� �� ?�
�� 1�

7. FUTURE RESEARCH
��� �������� �� ����� ���
�� �� �� ��� ��� ������ ��	��

����������� 
���� �
� �� 
������� �� �������	 �� ���� �
������ ��
��
��	������ ����
������ �� ����� 
��� ������� ��� 	���
�
������	� �� ����� ��� 
	���� �
� �$���� ����������
�X���������
���
��������� ��� ��� ������
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